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基于单调性与相关边的多边形内外点判断算法

李基拓 陆国栋 冯 星
"浙江大学 D#EFD5国家重点实验室=杭州 G@’’&!$

摘 要 为了充分挖掘多边形边的基本性质HH单调性=基于检测点与多边形边之间的坐标关系=提出了相关边

的概念及一种判断点在多边形内外的新算法<综合运用单调性与相关边技术=将点与多边形之间的位置关系转化

为点与其相关边之间的位置关系=从而尽可能地避免了叉积运算=且无需求交运算=从根本上提高了算法的效率=
同时新算法还简单有效地解决了射线法中的临界位置问题<程序验证表明=新算法易于实现=适用于简单多边形=
具有运行速度快I稳定性高等优点<
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7 引 言

简单多边形 89":@:&;:$$"$为简单多边形
顶点数$是具有下列性质的多边形?"@$所有的顶点
均不相同C"&$任何一个顶点都只属于它所在的两条
边C"G$任何两条非相邻边都不相交<计算机图形学
中常用多边形来描述几何形体=且一般均为简单多
边形=并规定多边形顶点序列按逆时针排列为正方
向<点在多边形内外的判断是计算机图形学领域的
一个基本问题<
已有很多学者<@=%>对多边形内外点判断进行了

研究=在众多算法中经典射线法应用最为广泛?从检
测点作一条射线至无穷远=求射线与多边形的交点=
若交点个数为奇数=则点在多边形内=否则点在多边
形外<射线法中存在大量求交运算=且对于临界情况=
即当检测点 :’"文中均记检测点为 :’$的 ?轴坐标
值与多边形某一顶点的 ?轴坐标值相等时"图 @$=该
算法需对其进行特殊处理=因而射线法存在较大的
计算量=且稳定性不理想<
文献<@>提出了一种新的算法?用 @":’=p#$表

示过 :’点的一水平直线 v"文献<@>中为一竖直直
线=为了与本文算法进行比较=将其改为水平直线=
这并不影响文献<@>的算法实质$
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图 ! 临界情况

"#的相交关系$若相交$且交点与该边端点不重合$
则记为%&’($"#)*+,&当 ’(位于有向边 "#的不同
侧时取不同的符号$下同)-当交点与端点重合时$记
为%&’($"#)*+!-无交点或交点与 ’(重合时$则记
为%&’($"#)*(.对 /边形$将 %&’($"#)叠加记为

%&’($0)$即

%&’($0)*1
/

#*!
%&’($"#) &!)

则有2若 %&’($0)*($’(在多边形外-
若 %&’($0)*+3$’(在多边形内-
若 %&’($0)*+,$’(在多边形的边界上.
文献4!5的方法无需进行求交运算$对临界问题

的处理较以往算法简单$因而具有良好的稳定性$且
计算量也较其他算法小.但文献4!5中$对多边形中与
过 ’(点的水平直线相交的边均需进行叉积判断运
算$每次叉积判断中包含了 ,次乘法和 6次减法运
算-对临界问题的处理及对多边形中与过 ’(的水平
线相交的边的查找还可作进一步的简化.

文献4,5所提出的多边形内外点判断$其思想与
射线法存在一定的相同之处$对临界位置的处理比
射线法简单$但算法的复杂度相同$均需进行求交运
算$且当’(处于不同的临界位置时$文献4,5中算法
仍需对其进行分别处理.夹角之和检验法由于存在
大量三角函数运算475$其效率远远低于射线法.
本文在前人已有研究的基础上$充分挖掘多边

形边的基本性质88单调性$又进一步提出相关边
的概念$给出了一种判断点在多边形内外的新算法.

9 单调性与相关边

建立多边形顶点的存储链表$找出多边形的最
高:最左:最低:最右点 ;<:;=:;>:;?.
定义 9 对多边形边 ’#’#@!&#*!$,$A)$若有

B’#CB’#@!则称该边为减单调边-反之则称为增单调

边-若 B’#*B’#@!则称之为水平边.称多边形边的这
种性质为边的单调性.
定 义 D 对 多 边 形 其 中 一 边 ’#’#@!$当

B’#EB’(FB’#@!时$称 ’#’#@!为 ’(的增相关边$如

图 ,&G):&H)所示-当B’#@!EB’(FB’#时$称’#’#@!为

’(的减相关边$如图 ,&I):&J)所示.
如图 ,&K):&L)中$’#’#@!虽与水平直线 M相交-

图 ,&N)中$’#’#@!与直线M重合$但不满足定义,中
所列条件$因而不视其为 ’(的相关边.

图 , 直线 M与边 ’#’#@!相交的几种情况

如图 7所示$多边形顶点坐标为2O&!($!,()$
P&Q!($Q7()$R&Q6($!(()$S&QT($()$U&Q3($
()$V&Q,($QW()$X&6($()$Y&W($!(()$Z&[($
Q[()$%&!7($()$\&!(($()$M&6($!6()$]&7($().
由定义 ,$对于检测点 ’(!&,,$()$其增相关边为

\M:]O:PR:XY$减相关边为 M]:OP:RS:YZ.
定理 9 若已知多边形 0存在检测点 ’(的一

相关边 M!$则此多边形必存在 ’(的另一相关边 M,$
且 M!与 M,的单调性相异.
证明 设一过 ’(点且平行于 ^轴的水平直线

M与多边形一减单调边M!相交&图3&G))$虚线表示
图 7 检测点与相关边
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闭合回路!由多边形的封闭性可知!必存在这样的边

"#"#$%!满足 &"#’&"()&"#$%!边 "#"#$%即可视为增
单调边 *+,易证明!当 *%为增单调边时-图 .-/00的
正确性,

-10 -/0

图 . 检测点 "(的相关边成对出现

由定理 %可知!检测点 "(相关边的数目必为偶
数!且在存储链上相邻两相关边的单调性相异,
定义 2 从多边形的最低点开始!按逆时针查

找检测点"(的相关边!每条增相关边与它下一减相
关边构成检测点 "(的相关边对,
如图 3所示!检测点 "(%的相关边对为 4*与

*5657与 78689与 9:6;< 与 <=,

> 算法描述

>,? 关系判断准则的建立
检测点"(与其相关边对间的位置关系可分为@"(

位于相关边对间!如图3中!检测点"(%位于其相关边对

57与78间!检测点"(+位于其相关边对;< 与<=
间A"(位于相关边对外!如图3中!"(%位于其相关边对

;< 与<=外!"(+位于其相关边对57与78外A"(
位于相关边对上!即"(落在某一相关边上,
通过分析可得!当 "(落在相关边对间时!则 "(

分别位于构成此相关边对的两相关边的同侧!如图 3
中 检测点"(%分别位于其相关边57678的左侧!

检测点 "(+分别位于其相关边 ;<6<=的右侧A当

"(位于相关边对外时!则 "(分别位于构成此相关
边对的两相关边的异侧!如图 3中!"(%分别位于其
相关边 ;<!<=的左侧和右侧,
易知!当 "(位于多边形内时!"(必位于 "(的

某相关边对间A当 "(位于多边形外时!"(必在其所
有相关边对外A按逆时针方向从下极点开始找"(点
的相关边!所找到的第 %条相关边为增相关边!从而
推得 "(与多边形间的位置关系判断准则为@

-%0当 "(落在多边形外时!在 "(与其相关边
之间的位置关系中!B左C和B右C的次数相同A

-+0当 "(落在多边形内时!在 "(与其相关边
之间的位置关系中!B左C的次数比B右C的次数多 +A
以 D#表示 "(与相关边间的位置关系!且令

D#E

%! "(在第 #条相关边的左侧

(! "(在第 #条相关边上

F%! "(在第 #
G
H

I 条相关边的右侧

-+0

JEK
L

#E%
D#-L表示 "(的相关边数目0 -30

则有

JE

(! "(在多边形外

+! "(在多边形内
其他! "(

G
H

I 在多边形上

-.0

但根据以上准则!容易将落在多边形水平边上
的点误判为多边形外或多边形内!如图 3所示!将落
在边 M4上的点误判为多边形外!将 :N上的点误
判为多边形内,而这一问题可以在相关边的查找过
程中加以解决,
>,> 相关边的查找
以-OPQ!&PR0为左上顶点!以-OPS!&PT0为右下

顶点!作多边形的包围盒 UVW!若检测点 "(在包围
盒外!则点在多边形外!算法结束A否则继续执行以
下 X程序,

YZ-/VWY[\]̂YV[-"(00 _‘若 "(在 UVW内‘_
a Y[bZ]1c%E(A _‘查找相关边的标志!若 Z]1c%EE(!则查找增相关边!找到后!将 Z]1c%置 %A若 Z]1c%EE%!则查找减相

关边!找到后将 Z]1c%置 (‘_

Y[bZ]1c+E(A _‘点在多边形形边上的标志!若点在多边形边上!则 Z]1c+E%A否则 Z]1c+E(‘_

"#EPTA _‘从最低点开始找起‘_

deY]f-%0 _‘进入相关边查找循环‘_
a deY]f-Z]1c%EE(0 _‘若 Z]1c%EE(!则查找增相关边‘_
a YZ-&"#$%g&"(0

a YZ-&"#$%EE&"(0 _‘如果 "#"#$%为如图 +-c0或-Z0所示的边‘_

a YZ-&"#EE&"#$%0 _‘若 "#"#$%为如图 +-c0所示的水平边‘_
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! "#$%&’(%&)(%&’*+,%&’-%&)-%&’*+. /0若检测点 &)点在边 &’&’*+上0/

! #12345+6

7892:6 /0退出增相关边的查找0/

;

;

;

91<9
! #123+5+6 /0找到增相关边 &’&’*+0/

8912=">?<@"A$&’B&’*+B&).6 /0判断 &)点与增相关边 &’&’*+间的位置关系0/

;

&’5&’*+6 /0下移一个顶点0/

"#$&’55CD. 7892:6 /0若顶点 &’为最低点B则退出循环B结束增相关边查找0/

;

;

E@"19$#123+. /0若 #123+为 +B则查找减相关边0/

! "#$F&’*+(F&). /0顶点 &’*+的 F坐标G&)点的 F坐标0/

! #123+5)6 /0找到减相关边 &’&’*+0/

8912=">?<@"A$&’B&’*+B&).6 /0判断 &)点与减相关边 &’&’*+间的位置关系0/

;

&’5&’*+6 /0下移一个顶点0/

;

"#$#123455+,&’55CD. 7892:6/0若 &)点在多边形边上或顶点 &’为最低点则退出循环B结束相关边查找0/

;

;
对相关边的查找B因只需进行条件判断运算B因

而是相当快的B且在查找相关边的同时有效地解决
了检测点在多边形水平边上的问题B保证了算法的
稳定性H
IHJ 检测点与其相关边的位置关系判断

&)与相关边 &’&’*+间的位置关系可用以下方
法来判别K

$+.当 &’&’*+为减单调边时B若 %&)L%&’MM
%&)L%&’*+B则点在 &’&’*+的左侧6若 %&)G%&’MM

%&)G%&’*+B则点在 &’&’*+的右侧B如图 N$2.所示H

$4.当 &’&’*+为增单调边时B若 %&)G%&’MM
%&)G%&’*+B则点在 &’&’*+的左侧6若 %&)L%&’MM

%&)L%&’*+B则点在 &’&’*+的右侧B如图 N$7.H

$O.当 &)不满足以上两个条件时B则由下式来
判断

令

P5 $&’Q &).R $&’*+Q &). $N.
则有

P

L )B 点在 &’&’*+左侧

5 )B 点在 &’&’*+上

G )B 点在 &’&’*+

S
T

U 右侧

$V.

结合相关边的查找可知B对&)的非相关边和满
足条件 +或条件 4的相关边$如图 O中检测点 &)+与
其减相关边 WX.只需进行条件判断运算B而无需经

图 N 无需经过叉积判断即可判别点与边间的位置关系
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过叉积运算!只有对不满足条件 "或条件 #的 $%的
相关边&如图 ’中 $%"与其增相关边 ()&才需进行

"次叉积判断运算*因此大大减少了判断的计算量&
加快了点与多边间关系判断的速度*

+ 算法实现

+*, 算法步骤

-".建立多边形顶点的存储链表&找出多边形
的最高/最左/最低/最右顶点*

-#.做检测点在多边形包围盒内外的测试&若
检测点在包围盒外&则点在多边形外&算法结束!否
则继续执行*

-’.找出检测点的相关边对&并进行关系判断&
若点在多边形的边上&则算法结束!否则计算 01若 0
2#&点在多边形内&算法结束!若 02%&点在多边形
外&算法结束!否则&点在多边形上&算法结束*
+*3 算法实例
以图 ’为例对算法加以说明&根据算法&检测点

$%"与其相关边间的位置关系有 45624()24)72

48924:;2"&46(247824;<2="&则有

02456>46(>4()>4)7>478>489>4:;>4;<2#
从而判定$%"在多边形内*依据算法对$%"点的判

断只需进行一次叉积判断运算-$%"点与其相关边()
间需进行叉积判断运算.和有限的条件判断运算*
在 ?@ABCDEF’G%上应用 HDIJKL#M%编程&对

落在以-=N%&"O%.为左上顶点&以-"P%&=Q%.为右
下顶点的矩形内的"%%%%%%%个随机点&用图 ’所示
的多边形进行检测&结果如表 "所示&表中的时间为

HDIJKL#M%中的滴答数*为了更好地比较各算法
对判断同样的点所需的时间&表中所列时间均不包
括建立链表的所需时间*

表 , 各种算法时间与效率比较

经典射线法 文献R"S算法 本文新算法
运算时间 "#G’ Q%T G’G

与本文算法的时间比 #*’P# "*OQG "

随着多边形边数的增加&新算法在判断速度上
的优势将更加明显*

U 结束语

多边形内外点判断作为计算机图形学领域的一个

基本问题&对其进行研究有着重要的理论与实际意义*

本文充分挖掘多边形边的基本性质及检测点与多边形

边之间内在的坐标关系&提出了一种适合于简单多边
形内外点判断的新算法&新算法简捷/高效/可靠*
显然&本文的研究成果具有普遍意义&可以推广

到存在内环及非相邻边之间相交的多边形内外点判

断&从而可以在更广泛的范围内提高该类算法的效
率&进一步拓展应用空间*
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